
óŗȭɱțǶȳǖ ǑɼɄȭ İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼʌ
İɄɼȕʌǫɄɱ Ʉȳ 6˦ȳŗȭǶƉʌ ŗȳƕ 6ǶʌƉɼƨʚǶ˲ŗʚǶɄȳࣘ â6Eʌࣗ óŗȭɱțǶȳǖࣗ ŗȳƕ
¶ɱʚǶȭǶ˲ŗʚǶɄȳ

ÿǫǶſŗʯʚ �ƨ eɄʯǶƉ
�ɄǶȳʚ ˝Ʉɼȕ ˝Ƕʚǫ ,ǫǶǫƨſ 6ŗŗțɄʯțࣗ ¡ŗǖŗțǶ ÿɄʯɼȳʯʌ ŗȳƕ �ŗƉɸʯƨʌ �Ƕŗȳƕɼŗʚ
¶ƉʚɄſƨɼ ʚǫࣗࡽ ࡹࡽࡱࡽ

FƉɄțƨ ,ƨȳʚɼŗțƨ ƕƨ ¡ŗɼʌƨǶțțƨࣗ yȳʌʚǶʚʯʚ ƕƨ ¡ŗʚǫƩȭŗʚǶɸʯƨʌ ƕƨ ¡ŗɼʌƨǶțțƨ

 



�˙ƨɼŗǖǶȳǖ

¶ȳ éƐࣘ

¶ȳ ʚǫƨ ʌɱǫƨɼƨࣘ

ࡹ



İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ʌɱŗƉƨ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣯İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ƕǶʌʚŗȳƉƨࣱ
^ȹɮ ʋˍȹ ȣƣŗɾʠɮƣɾ µࡱ, µࡹ ∈ Pࡽ(éƐ)ࣗ

Ģࡽ
,ࡱµ)ࡽ µࡹ) = inf

γ∈Γ(µࡱ,µࡹ)

∫
‖˕− ,˕)γ/ࡽ‖˖ ˖).

 (Pࡽ(éƐ),Ģࡽ) Ƕʌ ŗ ǖƨɄƕƨʌǶƉ ʌɱŗƉƨ
 ˝ǫƨȳ µࡱ $ λࣗ γ" = (id, òµࡱ→µࡹ)#µࡱ

 Ƕʚ Ƕʌ ɱɄʌǶʚǶ˙ƨț˦ Ɖʯɼ˙ƨƕ

ࡽ



İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣯$ŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼ ŗࣖȕࣖŗࣖ bɼƩƉǫƨʚ ȭƨŗȳ ࣽ �ǖʯƨǫ ŗȳƕ ,ŗɼțǶƨɼ ࣱࡹࡹࡱࡽ
µࡹ, · · · , µȩ ɤɮȹŻŗŻǮȑǮʋ˖ ȣƣŗɾʠɮƣɾ ȹȩ éƐ ˍǮʋǣ ŗɾɾȹƅǮŗʋƣƐ ˍƣǮǐǣʋɾ λࡹ, · · · ,λȩࣖ
òǣƣǮɮ Żŗɮ˖ƅƣȩʋƣɮ Ǯɾ

µ" ∈ ŗɮǐȣǮȩµ∈Pࡽ(éƐ)

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮĢࡽ

,µ)ࡽ µǮ).

 $ŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼ ŗț˝ŗ˦ʌ ƨ˥Ƕʌʚʌ
 ¥Ʉʚ ŗț˝ŗ˦ʌ ʯȳǶɸʯƨ

pɄ˝ ʚɄ ƉɄȭɱʯʚƨ µ"ࣞ

ࢁ



İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣯$ŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼ ŗࣖȕࣖŗࣖ bɼƩƉǫƨʚ ȭƨŗȳ ࣽ �ǖʯƨǫ ŗȳƕ ,ŗɼțǶƨɼ ࣱࡹࡹࡱࡽ
µࡹ, · · · , µȩ ɤɮȹŻŗŻǮȑǮʋ˖ ȣƣŗɾʠɮƣɾ ȹȩ éƐ ˍǮʋǣ ŗɾɾȹƅǮŗʋƣƐ ˍƣǮǐǣʋɾ λࡹ, · · · ,λȩࣖ
òǣƣǮɮ Żŗɮ˖ƅƣȩʋƣɮ Ǯɾ

µ" ∈ ŗɮǐȣǮȩµ∈Pࡽ(éƐ)

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮĢࡽ

,µ)ࡽ µǮ).

 $ŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼ ŗț˝ŗ˦ʌ ƨ˥Ƕʌʚʌ
 ¥Ʉʚ ŗț˝ŗ˦ʌ ʯȳǶɸʯƨ

pɄ˝ ʚɄ ƉɄȭɱʯʚƨ µ"ࣞ

ࢁ



bǶȳǶʚƨ ʌʯɱɱɄɼʚ ˙ʌ ʌŗȭɱțǶȳǖ

¡Ʉʌʚ ʌʚʯƕǶƨƕ ȳʯȭƨɼǶƉŗț ʌƨʚʚǶȳǖ ʚɄ ƉɄȭɱʯʚƨ İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼʌ

µǮ =
ࡹ
�

�∑

ȃ=ࡹ
δ˕Ǯ,ȃ , Ǯ = ,ࡹ · · · ,ȩ

ÿǫǶʌ Ƕʌ ¥âࣽǫŗɼƕ Ƕȳ (�,ȩ,Ɛ) ࣷ�țʚʌƉǫʯțƨɼ ŗȳƕ $ɄǶ˥ࣽ�ƕʌƨɼŗ ࣹࣖࡹࡽࡱࡽ

İǫƨȳ ʚǫƨ ˕Ǯ,ȃ ŗɼƨ ƕɼŗ˝ȳ ǑɼɄȭ ŗ ʌŗȭɱțǶȳǖ ɱɼɄƉƨƕʯɼƨࣗ Ɖŗȳ ˝ƨ ƕɄ ſƨʚʚƨɼࣞ

Ƕࣖƨࣖ ǫɄ˝ ʚɄ ʌŗȭɱțƨ ƐǮɮƣƅʋȑ˖ ǑɼɄȭ ʚǫƨ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼ µ" ɄǑ (µǮ)Ǯ=ࡹ,··· ,ȩ ˝Ƕʚǫ ˝ƨǶǖǫʚʌ
(λǮ)Ǯ=ࡹ,··· ,ȩࣞ

→ ȭʯʚǶȭŗɼǖǶȳŗț ɱɼɄſțƨȭ

ࢅ



bǶȳǶʚƨ ʌʯɱɱɄɼʚ ˙ʌ ʌŗȭɱțǶȳǖ

¡Ʉʌʚ ʌʚʯƕǶƨƕ ȳʯȭƨɼǶƉŗț ʌƨʚʚǶȳǖ ʚɄ ƉɄȭɱʯʚƨ İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼʌ

µǮ =
ࡹ
�

�∑

ȃ=ࡹ
δ˕Ǯ,ȃ , Ǯ = ,ࡹ · · · ,ȩ

ÿǫǶʌ Ƕʌ ¥âࣽǫŗɼƕ Ƕȳ (�,ȩ,Ɛ) ࣷ�țʚʌƉǫʯțƨɼ ŗȳƕ $ɄǶ˥ࣽ�ƕʌƨɼŗ ࣹࣖࡹࡽࡱࡽ

İǫƨȳ ʚǫƨ ˕Ǯ,ȃ ŗɼƨ ƕɼŗ˝ȳ ǑɼɄȭ ŗ ʌŗȭɱțǶȳǖ ɱɼɄƉƨƕʯɼƨࣗ Ɖŗȳ ˝ƨ ƕɄ ſƨʚʚƨɼࣞ

Ƕࣖƨࣖ ǫɄ˝ ʚɄ ʌŗȭɱțƨ ƐǮɮƣƅʋȑ˖ ǑɼɄȭ ʚǫƨ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼ µ" ɄǑ (µǮ)Ǯ=ࡹ,··· ,ȩ ˝Ƕʚǫ ˝ƨǶǖǫʚʌ
(λǮ)Ǯ=ࡹ,··· ,ȩࣞ

→ ȭʯʚǶȭŗɼǖǶȳŗț ɱɼɄſțƨȭ

ࢅ



bǶȳǶʚƨ ʌʯɱɱɄɼʚ ˙ʌ ʌŗȭɱțǶȳǖ

¡Ʉʌʚ ʌʚʯƕǶƨƕ ȳʯȭƨɼǶƉŗț ʌƨʚʚǶȳǖ ʚɄ ƉɄȭɱʯʚƨ İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼʌ

µǮ =
ࡹ
�

�∑

ȃ=ࡹ
δ˕Ǯ,ȃ , Ǯ = ,ࡹ · · · ,ȩ

ÿǫǶʌ Ƕʌ ¥âࣽǫŗɼƕ Ƕȳ (�,ȩ,Ɛ) ࣷ�țʚʌƉǫʯțƨɼ ŗȳƕ $ɄǶ˥ࣽ�ƕʌƨɼŗ ࣹࣖࡹࡽࡱࡽ

İǫƨȳ ʚǫƨ ˕Ǯ,ȃ ŗɼƨ ƕɼŗ˝ȳ ǑɼɄȭ ŗ ʌŗȭɱțǶȳǖ ɱɼɄƉƨƕʯɼƨࣗ Ɖŗȳ ˝ƨ ƕɄ ſƨʚʚƨɼࣞ

Ƕࣖƨࣖ ǫɄ˝ ʚɄ ʌŗȭɱțƨ ƐǮɮƣƅʋȑ˖ ǑɼɄȭ ʚǫƨ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼ µ" ɄǑ (µǮ)Ǯ=ࡹ,··· ,ȩ ˝Ƕʚǫ ˝ƨǶǖǫʚʌ
(λǮ)Ǯ=ࡹ,··· ,ȩࣞ

→ ȭʯʚǶȭŗɼǖǶȳŗț ɱɼɄſțƨȭ

ࢅ



¡ʯțʚǶȭŗɼǖǶȳŗț ǑɄɼȭʯțŗʚǶɄȳ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯�ǖʯƨǫ ŗȳƕ ,ŗɼțǶƨɼ ࣱࡹࡹࡱࡽ

inf
µ

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮĢࡽ

,µǮ)ࡽ µ) = inf
γ∈Γ(µࡹ,··· ,µȩ)

∫
ƅ/γ

ˍǮʋǣ

ƅ(˕ࡹ, · · · , ˕ȩ) =
ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮ‖˕Ǯ −

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λȃ˕ȃ‖ࡽ.

�ȩƐ ȣȹɮƣȹˉƣɮ

µ" = ,ࡹ˕)) · · · , ˕ȩ) &→
ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮ˕Ǯ)#γ".

ࢉ



éƨțŗ˥ƨƕ ɱɼɄſțƨȭ

ÿɄ ʌŗȭɱțƨ ʯʌǶȳǖ ŗ ̈Ʉ˝ ǖɼŗƕǶƨȳʚ ɄǑ ʚǫƨ ȭʯțʚǶȭŗɼǖǶȳŗț ǑɄɼȭʯțŗʚǶɄȳࣗ ˝ƨ
ɱƨȳŗțǶ˲ƨ ʚɄ ŗƉƉɄʯȳʚ ǑɄɼ ʚǫƨ ƉɄȳʌʚɼŗǶȳʚʌࣖ bɄɼ α > ࣗࡱ țƨʚ

^α := γ &→
∫
ƅ/γ + α

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮ χ

2(γǮ|µǮ),

˝ǫƨɼƨ γǮ Ƕʌ ʚǫƨ Ǯࣽʚǫ ȭŗɼǖǶȳŗț ɄǑ γࣖ

ࢍ



óŗȭɱțǶȳǖ ŗʌ ŗ İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ǖɼŗƕǶƨȳʚ ̈Ʉ˝

^α := γ &→
∫
ƅ/γ + α

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮ χ

2(γǮ|µǮ),

pɄ˝ ʚɄ ʌŗȭɱțƨ ǑɼɄȭ ʚǫƨ ȭǶȳǶȭʯȭ ɄǑ ^αࣞ

İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ǖɼŗƕǶƨȳʚ Ʉȳ Pࡽ(éƐ×ȩ)ࣘ

∇Ģ^α(γ) := ∇˕ƅ+ α
ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮ∇˕Ǯ(γǮ/µǮ).

óǶȳƉƨ γǮ Ƕʌ ʯȳȕȳɄ˝ȳࣗ ɼƨɱțŗƉƨ ∇(γǮ/µǮ) ˝Ƕʚǫ ȕƨɼȳƨțǶ˲ƨƕ ˙ƨɼʌǶɄȳ∫
∇(γǮ/µǮ)(˖)�(˕, ˖)/µǮ(˖)

=

−
∫

∇˖�(˕, ˖)/γǮ(˖)
︸ ︷︷ ︸
≈ ࡹ

ȩ
∑ȩ

ȃ=ࡹ ∇˖�(˕,ĩǮ,ȃ)

−
∫

∇ log(µǮ)(˖)�(˕, ˖)/γǮ(˖)
︸ ︷︷ ︸

≈ ࡹ
ȩ
∑ȩ

ȃ=ࡹ ∇ log(µǮ)(ĩǮ,ȃ)�(˕,ĩǮ,ȃ)

.

ÿǫǶʌ Ƕʌ ʚǫƨ óʚƨǶȳ ĬŗɼǶŗʚǶɄȳŗț eɼŗƕǶƨȳʚ 6ƨʌƉƨȳʚ ࣯óĬe6ࣱࣖ�Ƕʯ ŗȳƕ İŗȳǖ ࢍࡹࡱࡽ

,ǫƨ˝Ƕࣗ ÿ�eࣗ �ʯࣗ ¡ŗʯȳʯࣗ ŗȳƕ éǶǖɄțțƨʚ ࡱࡽࡱࡽ





óŗȭɱțǶȳǖ ŗʌ ŗ İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ǖɼŗƕǶƨȳʚ ̈Ʉ˝

^α := γ &→
∫
ƅ/γ + α

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮ χ

2(γǮ|µǮ),

pɄ˝ ʚɄ ʌŗȭɱțƨ ǑɼɄȭ ʚǫƨ ȭǶȳǶȭʯȭ ɄǑ ^αࣞ

İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ǖɼŗƕǶƨȳʚ Ʉȳ Pࡽ(éƐ×ȩ)ࣘ

∇Ģ^α(γ) := ∇˕ƅ+ α
ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮ∇˕Ǯ(γǮ/µǮ).

óǶȳƉƨ γǮ Ƕʌ ʯȳȕȳɄ˝ȳࣗ ɼƨɱțŗƉƨ ∇(γǮ/µǮ) ˝Ƕʚǫ ȕƨɼȳƨțǶ˲ƨƕ ˙ƨɼʌǶɄȳ∫
∇(γǮ/µǮ)(˖)�(˕, ˖)/µǮ(˖)

=

−
∫

∇˖�(˕, ˖)/γǮ(˖)
︸ ︷︷ ︸
≈ ࡹ

ȩ
∑ȩ

ȃ=ࡹ ∇˖�(˕,ĩǮ,ȃ)

−
∫

∇ log(µǮ)(˖)�(˕, ˖)/γǮ(˖)
︸ ︷︷ ︸

≈ ࡹ
ȩ
∑ȩ

ȃ=ࡹ ∇ log(µǮ)(ĩǮ,ȃ)�(˕,ĩǮ,ȃ)

.

ÿǫǶʌ Ƕʌ ʚǫƨ óʚƨǶȳ ĬŗɼǶŗʚǶɄȳŗț eɼŗƕǶƨȳʚ 6ƨʌƉƨȳʚ ࣯óĬe6ࣱࣖ�Ƕʯ ŗȳƕ İŗȳǖ ࢍࡹࡱࡽ

,ǫƨ˝Ƕࣗ ÿ�eࣗ �ʯࣗ ¡ŗʯȳʯࣗ ŗȳƕ éǶǖɄțțƨʚ ࡱࡽࡱࡽ




óŗȭɱțǶȳǖ ˝Ƕʚǫ ŗ İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ǖɼŗƕǶƨȳʚ ̈Ʉ˝

İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ̈Ʉ˝

ĩ̇ʋ = −∇˕ƅ(ĩʋ) + α
ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮ∇˕Ǯ(γǮ/µǮ)(ĩ

ʋ
Ǯ).

yȭɱțƨȭƨȳʚŗʚǶɄȳࣘ ƉǫɄɄʌƨ ȕƨɼȳƨț � ŗȳƕ ʌʚƨɱ ʌǶ˲ƨ ǣ > ࣗࡱ ƕɼŗ˝ � ɱŗɼʚǶƉțƨʌ
ĩࡹࡱ , · · · , ĩࡱ� Ƕȳ (éƐ)ȩ ŗȳƕ Ƕʚƨɼŗʚƨ

ĩʋ+ࡹǮ,ȃ − ĩʋǮ,ȃ =− ǣ ∇ƅ(ĩʋࡹ,ȃ, · · · , ĩʋȩ,ȃ)︸ ︷︷ ︸
ǶȳʚƨɼŗƉʚǶɄȳ ſƨʚ˝ƨƨȳ ȭŗɼǖǶȳŗțʌ ɄǑ ɱŗɼʚǶƉțƨ ȃ

+ǣα
ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮ





ࡹ
�

�∑

ȋ=ࡹ
∇˖�(ĩʋǮ,ȃ, ĩʋǮ,ȋ) +

ࡹ
�

�∑

ȋ=ࡹ
∇ log(µǮ)(ĩǮ,ȋ)�(ĩʋǮ,ȃ, ĩʋǮ,ȋ)

︸ ︷︷ ︸
ǶȳʚƨɼŗƉʚǶɄȳ ſƨʚ˝ƨƨȳ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ȭŗɼǖǶȳŗț Ǯ ɄǑ ŗțț ɱŗɼʚǶƉțƨʌ




.





¥ʯȭƨɼǶƉŗț ƨ˥ɱƨɼǶȭƨȳʚʌ

࢙



¥ʯȭƨɼǶƉŗț ƨ˥ɱƨɼǶȭƨȳʚʌ

࢙



ĬŗɼǶŗȳƉƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚ˦

^α := γ &→
∫
ƅ/γ + α

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮ χ

2(γǮ|µǮ),

6ƨȳɄʚǶȳǖ γ"
α ʚǫƨ ȭǶȳǶȭǶ˲ƨɼ ɄǑ ^αࣗ Ƕʌ ʚǫƨ ŗʌʌɄƉǶŗʚƨƕ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼ

µ"
α := (˕ &→

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮ˕Ǯ)#γ"

α

ƉțɄʌƨ ʚǫƨ ʚǫƨ ʚɼʯƨ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼ µ"ࣞ

�ʌʌʯȭɱʚǶɄȳ ࣯ĬŗɼǶŗȳƉƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚ˦ࣱ
òǣƣɮƣ ƣ˕Ǯɾʋɾ ȋ > ࡱ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮĢࡽ

,µ)ࡽ µǮ)−
ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮĢࡽ

µ)ࡽ
", µǮ) ≥ ȋĢࡽ

µ)ࡽ
", µ)

 ÿǫǶʌ Ƕʌ ŗțʌɄ ȕȳɄ˝ȳ ŗʌ ɪʠŗƐɮŗʋǮƅ ǐɮȹˍʋǣ Ƕȳ ʚǫƨ ɄɱʚǶȭǶ˲ŗʚǶɄȳ țǶʚƨɼŗʚʯɼƨࣖ
 yȭɱțǶƨʌ ʯȳǶɸʯƨȳƨʌʌ ɄǑ ʚǫƨ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼࣖ

¥Ʉʚƨ ʚǫŗʚ ʚǫǶʌ Ƕʌ ŗț˝ŗ˦ʌ ʚɼʯƨ ǑɄɼ ȋ = ࣖࡱ

ࡱࡹ



ĬŗɼǶŗȳƉƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚ˦

^α := γ &→
∫
ƅ/γ + α

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮ χ

2(γǮ|µǮ),

6ƨȳɄʚǶȳǖ γ"
α ʚǫƨ ȭǶȳǶȭǶ˲ƨɼ ɄǑ ^αࣗ Ƕʌ ʚǫƨ ŗʌʌɄƉǶŗʚƨƕ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼ

µ"
α := (˕ &→

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮ˕Ǯ)#γ"

α

ƉțɄʌƨ ʚǫƨ ʚǫƨ ʚɼʯƨ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼ µ"ࣞ
ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯ĎȳǶɸʯƨȳƨʌʌ �ǖʯƨǫ ŗȳƕ ,ŗɼțǶƨɼ ࣙࡹࡹࡱࡽ 6ŗŗțɄʯțࣗ ÿ�eࣗ �Ƕŗȳƕɼŗʚࣗ ŗȳƕ
ÿɄʯɼȳʯʌ ࣱࡹࡽࡱࡽ
tǋ ȹȩƣ ʋǣƣ µǮऒɾ Ǯɾ ŗŻɾȹȑʠʋƣȑ˖ ƅȹȩʋǮȩʠȹʠɾ ˍࣖɮࣖ ʋࣖ ʋǣƣȩ µ" ŗȩƐ µ"

α ŗɮƣ ʠȩǮɪʠƣࣖ

�ʌʌʯȭɱʚǶɄȳ ࣯ĬŗɼǶŗȳƉƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚ˦ࣱ
òǣƣɮƣ ƣ˕Ǯɾʋɾ ȋ > ࡱ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮĢࡽ

,µ)ࡽ µǮ)−
ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮĢࡽ

µ)ࡽ
", µǮ) ≥ ȋĢࡽ

µ)ࡽ
", µ)

 ÿǫǶʌ Ƕʌ ŗțʌɄ ȕȳɄ˝ȳ ŗʌ ɪʠŗƐɮŗʋǮƅ ǐɮȹˍʋǣ Ƕȳ ʚǫƨ ɄɱʚǶȭǶ˲ŗʚǶɄȳ țǶʚƨɼŗʚʯɼƨࣖ
 yȭɱțǶƨʌ ʯȳǶɸʯƨȳƨʌʌ ɄǑ ʚǫƨ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼࣖ

¥Ʉʚƨ ʚǫŗʚ ʚǫǶʌ Ƕʌ ŗț˝ŗ˦ʌ ʚɼʯƨ ǑɄɼ ȋ = ࣖࡱ

ࡱࡹ



ĬŗɼǶŗȳƉƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚ˦

^α := γ &→
∫
ƅ/γ + α

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮ χ

2(γǮ|µǮ),

6ƨȳɄʚǶȳǖ γ"
α ʚǫƨ ȭǶȳǶȭǶ˲ƨɼ ɄǑ ^αࣗ Ƕʌ ʚǫƨ ŗʌʌɄƉǶŗʚƨƕ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼ

µ"
α := (˕ &→

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮ˕Ǯ)#γ"

α

ƉțɄʌƨ ʚǫƨ ʚǫƨ ʚɼʯƨ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼ µ"ࣞ
�ʌʌʯȭɱʚǶɄȳ ࣯ĬŗɼǶŗȳƉƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚ˦ࣱ
òǣƣɮƣ ƣ˕Ǯɾʋɾ ȋ > ࡱ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ

ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮĢࡽ

,µ)ࡽ µǮ)−
ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮĢࡽ

µ)ࡽ
", µǮ) ≥ ȋĢࡽ

µ)ࡽ
", µ)

 ÿǫǶʌ Ƕʌ ŗțʌɄ ȕȳɄ˝ȳ ŗʌ ɪʠŗƐɮŗʋǮƅ ǐɮȹˍʋǣ Ƕȳ ʚǫƨ ɄɱʚǶȭǶ˲ŗʚǶɄȳ țǶʚƨɼŗʚʯɼƨࣖ
 yȭɱțǶƨʌ ʯȳǶɸʯƨȳƨʌʌ ɄǑ ʚǫƨ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼࣖ

¥Ʉʚƨ ʚǫŗʚ ʚǫǶʌ Ƕʌ ŗț˝ŗ˦ʌ ʚɼʯƨ ǑɄɼ ȋ = ࣖࡱ
ࡱࡹ



ĬŗɼǶŗȳƉƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚ˦ ƉɄȳʚɼɄțʌ ɼƨțŗ˥ŗʚǶɄȳ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯6ŗŗțɄʯțࣗ ÿ�eࣗ �Ƕŗȳƕɼŗʚࣗ ŗȳƕ ÿɄʯɼȳʯʌ ࣱࡹࡽࡱࡽ
çʠɤɤȹɾƣ ƣŗƅǣ µࡹ, . . . , µȩ ɾŗʋǮɾǋ˖ ŗ ×ȹǮȩƅŗɮƤ ǮȩƣɪʠŗȑǮʋ˖ ˍǮʋǣ ƅȹȩɾʋŗȩʋ *× ŗȩƐ
ʋǣŗʋ

∑
λǮδµǮ ɾŗʋǮɾ̃ƣɾ ŗ ˉŗɮǮŗȩƅƣ ǮȩƣɪʠŗȑǮʋ˖ ˍǮʋǣ ƅȹȩɾʋŗȩʋ ȋࣖ 3ƣȩȹʋƣ

µ"
α = ,ࡹ˕)) · · · , ˕ȩ) &→ λǮ˕Ǯ)#γ"

α.

òǣƣȩࣗ
ȋĢࡽ

µ)ࡽ
", µ"

α) ≤
ࢍࡹ *×
α

∫
ƅ/γ".

ࡹࡹ



ĬŗɼǶŗȳƉƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚ˦

İǫƨȳ ƕɄƨʌ Ƕʚ ǫɄțƕࣞ

ࡽࡹ



ĬŗɼǶŗȳƉƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚ˦

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯ĬŗɼǶŗȳƉƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚ˦ ࣽ �ǫǶƕŗɼࣽ,ɄʯʚɼǶ˥ࣗ ÿ�eࣗ ŗȳƕ âŗɼǶʌ ࣱࡱࡽࡱࡽ
�ƣʋ ˕" Żƣ ʋǣƣ Żŗɮ˖ƅƣȩʋƣɮ ȹǋ ,ࡹ˕ · · · , ˕ȩ ˍǮʋǣ ˍƣǮǐǣʋɾ λࡹ, · · · ,λȩ ȹȩ ŗ ɤȹɾǮʋǮˉƣȑ˖
ƅʠɮˉƣƐ ǐƣȹƐƣɾǮƅ ɾɤŗƅƣࣖ 3ƣȩȹʋƣ

˕+Ǯ = ˕" + +ࡹ) λ)(˕Ǯ − ˕").

tǋ ˕" Ǯɾ ɾʋǮȑȑ ʋǣƣ Żŗɮ˖ƅƣȩʋƣɮ ȹǋ ࡹ+˕ , · · · , ˕+ȩ ࣗ ʋǣƣȩ ,ࡹ˕ · · · , ˕ȩ ɾŗʋǮɾ̃ƣɾ ŗ
λ
λ+ࡹ ࣽˉŗɮǮŗȩƅƣ ǮȩƣɪʠŗȑǮʋ ̟ࣖ

İǫŗʚ ƕɄƨʌ Ƕʚ ȭƨŗȳ Ƕȳ ʚǫƨ İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ʌɱŗƉƨࣞ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯ĬŗɼǶŗȳƉƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚ˦ Ƕȳ Pࡽ(éƐ) ः ,ǫƨ˝Ƕࣗ ¡ŗʯȳʯࣗ éǶǖɄțțƨʚࣗ ŗȳƕ
óʚɼɄȭȭƨ ࣱࡱࡽࡱࡽ
çʠɤɤȹɾƣ ʋǣƣ ɾʠɤɤȹɮʋ ȹǋ µ" $ λ Ǯɾ éƐࣖ tǋ ǋȹɮ ŗȑȑ Ǯࣗ ʋǣƣ �ŗȩʋȹɮȹˉǮʋƅǣ ɤȹʋƣȩʋǮŗȑ
φµ!→µǮ Ǯɾ αǮࣽɾʋɮȹȩǐȑ˖ ƅȹȩˉƣ˕ࣗ ʋǣƣȩ ŗ ȋࣽˉŗɮǮŗȩƅƣ ǮȩƣɪʠŗȑǮʋ˖ ǣȹȑƐɾ ˍǮʋǣ

ȋ =
ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮαǮ.

ࢁࡹ



ĬŗɼǶŗȳƉƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚ˦

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯ĬŗɼǶŗȳƉƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚ˦ ࣽ �ǫǶƕŗɼࣽ,ɄʯʚɼǶ˥ࣗ ÿ�eࣗ ŗȳƕ âŗɼǶʌ ࣱࡱࡽࡱࡽ
�ƣʋ ˕" Żƣ ʋǣƣ Żŗɮ˖ƅƣȩʋƣɮ ȹǋ ,ࡹ˕ · · · , ˕ȩ ˍǮʋǣ ˍƣǮǐǣʋɾ λࡹ, · · · ,λȩ ȹȩ ŗ ɤȹɾǮʋǮˉƣȑ˖
ƅʠɮˉƣƐ ǐƣȹƐƣɾǮƅ ɾɤŗƅƣࣖ 3ƣȩȹʋƣ

˕+Ǯ = ˕" + +ࡹ) λ)(˕Ǯ − ˕").

tǋ ˕" Ǯɾ ɾʋǮȑȑ ʋǣƣ Żŗɮ˖ƅƣȩʋƣɮ ȹǋ ࡹ+˕ , · · · , ˕+ȩ ࣗ ʋǣƣȩ ,ࡹ˕ · · · , ˕ȩ ɾŗʋǮɾ̃ƣɾ ŗ
λ
λ+ࡹ ࣽˉŗɮǮŗȩƅƣ ǮȩƣɪʠŗȑǮʋ ̟ࣖ

İǫŗʚ ƕɄƨʌ Ƕʚ ȭƨŗȳ Ƕȳ ʚǫƨ İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ʌɱŗƉƨࣞ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯ĬŗɼǶŗȳƉƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚ˦ Ƕȳ Pࡽ(éƐ) ः ,ǫƨ˝Ƕࣗ ¡ŗʯȳʯࣗ éǶǖɄțțƨʚࣗ ŗȳƕ
óʚɼɄȭȭƨ ࣱࡱࡽࡱࡽ
çʠɤɤȹɾƣ ʋǣƣ ɾʠɤɤȹɮʋ ȹǋ µ" $ λ Ǯɾ éƐࣖ tǋ ǋȹɮ ŗȑȑ Ǯࣗ ʋǣƣ �ŗȩʋȹɮȹˉǮʋƅǣ ɤȹʋƣȩʋǮŗȑ
φµ!→µǮ Ǯɾ αǮࣽɾʋɮȹȩǐȑ˖ ƅȹȩˉƣ˕ࣗ ʋǣƣȩ ŗ ȋࣽˉŗɮǮŗȩƅƣ ǮȩƣɪʠŗȑǮʋ˖ ǣȹȑƐɾ ˍǮʋǣ

ȋ =
ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮαǮ.

ࢁࡹ



ĬŗɼǶŗȳƉƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚ˦

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯ĬŗɼǶŗȳƉƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚ˦ ࣽ �ǫǶƕŗɼࣽ,ɄʯʚɼǶ˥ࣗ ÿ�eࣗ ŗȳƕ âŗɼǶʌ ࣱࡱࡽࡱࡽ
�ƣʋ ˕" Żƣ ʋǣƣ Żŗɮ˖ƅƣȩʋƣɮ ȹǋ ,ࡹ˕ · · · , ˕ȩ ˍǮʋǣ ˍƣǮǐǣʋɾ λࡹ, · · · ,λȩ ȹȩ ŗ ɤȹɾǮʋǮˉƣȑ˖
ƅʠɮˉƣƐ ǐƣȹƐƣɾǮƅ ɾɤŗƅƣࣖ 3ƣȩȹʋƣ

˕+Ǯ = ˕" + +ࡹ) λ)(˕Ǯ − ˕").

tǋ ˕" Ǯɾ ɾʋǮȑȑ ʋǣƣ Żŗɮ˖ƅƣȩʋƣɮ ȹǋ ࡹ+˕ , · · · , ˕+ȩ ࣗ ʋǣƣȩ ,ࡹ˕ · · · , ˕ȩ ɾŗʋǮɾ̃ƣɾ ŗ
λ
λ+ࡹ ࣽˉŗɮǮŗȩƅƣ ǮȩƣɪʠŗȑǮʋ ̟ࣖ

İǫŗʚ ƕɄƨʌ Ƕʚ ȭƨŗȳ Ƕȳ ʚǫƨ İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ʌɱŗƉƨࣞ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯ĬŗɼǶŗȳƉƨ ǶȳƨɸʯŗțǶʚ˦ Ƕȳ Pࡽ(éƐ) ः ,ǫƨ˝Ƕࣗ ¡ŗʯȳʯࣗ éǶǖɄțțƨʚࣗ ŗȳƕ
óʚɼɄȭȭƨ ࣱࡱࡽࡱࡽ
çʠɤɤȹɾƣ ʋǣƣ ɾʠɤɤȹɮʋ ȹǋ µ" $ λ Ǯɾ éƐࣖ tǋ ǋȹɮ ŗȑȑ Ǯࣗ ʋǣƣ �ŗȩʋȹɮȹˉǮʋƅǣ ɤȹʋƣȩʋǮŗȑ
φµ!→µǮ Ǯɾ αǮࣽɾʋɮȹȩǐȑ˖ ƅȹȩˉƣ˕ࣗ ʋǣƣȩ ŗ ȋࣽˉŗɮǮŗȩƅƣ ǮȩƣɪʠŗȑǮʋ˖ ǣȹȑƐɾ ˍǮʋǣ

ȋ =
ȩ∑

Ǯ=ࡹ
λǮαǮ.

ࢁࡹ



¥ʯȭƨɼǶƉŗț ƨ˥ɱƨɼǶȭƨȳʚʌ

ࢅࡹ



¥ʯȭƨɼǶƉŗț ƨ˥ɱƨɼǶȭƨȳʚʌ

ࢅࡹ



¥ʯȭƨɼǶƉŗț ƨ˥ɱƨɼǶȭƨȳʚʌ

ࢅࡹ



,țɄʌǶȳǖ ɼƨȭŗɼȕʌ

¶ɱƨȳ ɸʯƨʌʚǶɄȳʌࣘ

 İǫŗʚ ɼŗʚƨ ɄǑ ƉɄȳ˙ƨɼǖƨȳƉƨࣞ
 İǫŗʚ ƕƨɱƨȳƕƨȳƉƨ Ʉȳ ʚǫƨ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳࣞ
 ¶ʚǫƨɼ ƉɄʌʚʌ ǑɄɼ ɼƨțŗ˥ƨƕࣩʯȳſŗțŗȳƉƨƕ ȭʯțʚǶȭŗɼǖǶȳŗț ɱɼɄſțƨȭࣞ

ࢉࡹ



¥ʯȭƨɼǶƉŗț ƨ˥ɱƨɼǶȭƨȳʚʌ

ࢍࡹ



éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ

�ǖʯƨǫࣗ ¡ŗɼʚǶŗț ŗȳƕ eʯǶțțŗʯȭƨ ,ŗɼțǶƨɼ ࣱࣖࡹࡹࡱࡽ࣯ ए$ŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼʌ Ƕȳ ʚǫƨ
İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ʌɱŗƉƨऐࣖ yȳࣘ çt�� �ȹʠɮȩŗȑ ȹȩ �ŗʋǣƣȣŗʋǮƅŗȑ �ȩŗȑ˖ɾǮɾ ࣗࡽࣖࢁࢅ
ɱɱࣖ ࣖࢅࡽ࢙ँࢅࡱ࢙
�ǫǶƕŗɼࣽ,ɄʯʚɼǶ˥ࣗ �ƕǶțࣗ ÿ�eࣗ ŗȳƕ çʯƨȳʚǶȳ âŗɼǶʌ ࣱࣖࡱࡽࡱࡽ࣯ ए,Ʉȳ˙ƨɼǖƨȳƉƨ ɼŗʚƨʌ
ǑɄɼ ƨȭɱǶɼǶƉŗț ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼʌ Ƕȳ ȭƨʚɼǶƉ ʌɱŗƉƨʌࣘ Ɖʯɼ˙ŗʚʯɼƨࣗ ƉɄȳ˙ƨ˥Ƕʚ˦ ŗȳƕ
ƨ˥ʚƨȳƕŗſțƨ ǖƨɄƕƨʌǶƉʌऐࣖ yȳࣘ ×ɮȹŻŗŻǮȑǮʋ˖ ʋǣƣȹɮ˖ ŗȩƐ ɮƣȑŗʋƣƐ ̃ƣȑƐɾ ࣗࡹࣖࡹ
ɱɱࣖ ࣖࢍࢁँࢁࡽࢁ
�țʚʌƉǫʯțƨɼࣗ �ŗʌɄȳ ¡ ŗȳƕ EȳɼǶƉ $ɄǶ˥ࣽ�ƕʌƨɼŗ ࣱࣖࡹࡽࡱࡽ࣯ एİŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ
ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼʌ ŗɼƨ ¥âࣽǫŗɼƕ ʚɄ ƉɄȭɱʯʚƨऐࣖ yȳࣘ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣖࡱࡱࡲࡲࡱࣖࡲࡱࡲࡳ
,ǫƨ˝Ƕࣗ óǶȳǫɄࣗ ÿ�eࣗ ,ǫƨȳ �ʯࣗ ÿ˦țƨɼ ¡ŗʯȳʯࣗ ŗȳƕ âǫǶțǶɱɱƨ éǶǖɄțțƨʚ ࣱࣖࡱࡽࡱࡽ࣯
एóĬe6 ŗʌ ŗ ȕƨɼȳƨțǶ˲ƨƕ İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ǖɼŗƕǶƨȳʚ ̈Ʉ˝ ɄǑ ʚǫƨ ƉǫǶࣽʌɸʯŗɼƨƕ
ƕǶ˙ƨɼǖƨȳƉƨऐࣖ yȳࣘ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ ŗɮĩǮˉࣘࣖࡺࡱࡶࡳࡱࣖࡷࡱࡱࡳ
,ǫƨ˝Ƕࣗ óǶȳǫɄࣗ ÿ˦țƨɼ ¡ŗʯȳʯࣗ âǫǶțǶɱɱƨ éǶǖɄțțƨʚࣗ ŗȳƕ �ʯʌʚǶȳ � óʚɼɄȭȭƨ
ࣱࣖࡱࡽࡱࡽ࣯ एeɼŗƕǶƨȳʚ ƕƨʌƉƨȳʚ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ǑɄɼ $ʯɼƨʌࣽİŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ ſŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼʌऐࣖ
yȳࣘ *ȹȩǋƣɮƣȩƅƣ ȹȩ �ƣŗɮȩǮȩǐ òǣƣȹɮ˖ࣖ â¡�éࣗ ɱɱࣖ ࣖࢅࡱࢁࡹँࢍࡽࡹ

ࡹ



6ŗŗțɄʯțࣗ ,ǫǶǫƨſࣗ ÿ�eࣗ �ŗƉɸʯƨʌ �Ƕŗȳƕɼŗʚࣗ ŗȳƕ ¡ŗǖŗțǶ ÿɄʯɼȳʯʌ ࣱࣖࡹࡽࡱࡽ࣯
एóŗȭɱțǶȳǖ bɼɄȭ ʚǫƨ İŗʌʌƨɼʌʚƨǶȳ $ŗɼ˦Ɖƨȳʚƨɼऐࣖ yȳࣘ ŗɮĩǮˉ ɤɮƣɤɮǮȩʋ
ŗɮĩǮˉࣘࣖࡷࡱࡸࡲࡱࣖࡶࡱࡲࡳ
�Ƕʯࣗ çǶŗȳǖ ŗȳƕ 6ǶțǶȳ İŗȳǖ ࣱࣖࢍࡹࡱࡽ࣯ एóʚƨǶȳ ˙ŗɼǶŗʚǶɄȳŗț ǖɼŗƕǶƨȳʚ ƕƨʌƉƨȳʚࣘ �
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