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Proof	
  of	
  Sylvester-­‐Gallai: 	
  	
  
•  By	
   contradic1on.	
   If	
   possible,	
   for	
   every	
   pair	
   of	
   points,	
   the	
   line	
  

through	
  them	
  contains	
  a	
  third.	
  
•  Consider	
  the	
  point-­‐line	
  pair	
  with	
  the	
  smallest	
  nonzero	
  distance.	
  

ℓ	
  

P
m

Q	
  

dist(Q,	
  m)	
  <	
  dist(P,	
  ℓ)	
  

Contradic1on!	
  



•  Several	
  extensions	
  and	
  varia1ons	
  studied	
  
–  Complexes,	
  other	
  fields,	
  colorful,	
  quan1ta1ve,	
  approximate,	
  high-­‐dimensional	
  
	
  

•  Several	
  recent	
  connec%ons	
  to	
  complexity	
  theory	
  
–  Structure	
  of	
  arithme1c	
  circuits	
  (DS06,	
  KS09,	
  SS11)	
  
–  Locally	
  Correctable	
  Codes	
  	
  

	
  
	
  

•  [BDWY11,	
  DSW12]:	
  Quan2ta2ve	
  SG	
  thms	
  
–  Connec1ons	
  of	
  Incidence	
  theorems	
  to	
  rank	
  bounds	
  for	
  design	
  matrices	
  
–  Connec1ons	
  to	
  Matrix	
  rigidity	
  
–  2-­‐query	
  LCCs	
  over	
  the	
  Reals	
  do	
  not	
  exist	
  
	
  

•  [ADSW12]:	
  Approximate/Stable	
  SG	
  thms	
  
–  Stable	
  rank	
  of	
  design	
  matrices	
  
–  stable	
  LCCs	
  over	
  R	
  do	
  not	
  exist	
  
	
  

•  [DSW13]:	
  High	
  dimension/quan2ta2ve	
  SG	
  thms	
  
–  Improved	
  lower	
  bounds	
  for	
  3	
  query	
  LCCs	
  over	
  R	
  
	
  



The	
  Plan	
  	
  
•  Extensions	
  of	
  the	
  Sylvester-­‐Gallai	
  Theorem	
  

–  Complex	
  numbers	
  
–  Quan1ta1ve	
  versions	
  
–  Stable	
  versions	
  
–  High	
  dimensions	
  
	
  
	
  

•  Connec1on	
  to	
  Locally	
  Correctable	
  Codes	
  

	
  
•  New	
  lower	
  bounds	
  for	
  3-­‐query	
  LCCs	
  



Points	
  in	
  Complex	
  space	
  

Hesse	
  Configura1on	
  
Kelly’s	
  Theorem:	
  
For	
  every	
  pair	
  of	
  points	
  in	
  ​𝐂↑𝑑 ,	
  
the	
  line	
  through	
  them	
  contains	
  
a	
  third,	
  then	
  all	
  points	
  
contained	
  in	
  a	
  complex	
  plane	
  

[Elkies,	
  Pretorius,	
  Swanpoel	
  2006]:	
  
First	
  elementary	
  proof	
  

[DSW12]:	
  	
  
New	
  proof	
  using	
  basic	
  	
  linear	
  
algebra	
  



Quan1ta1ve	
  SG	
  

For	
  every	
  point	
  there	
  are	
  at	
  
least	
  𝜹𝒏  	
  points	
  s.t	
  there	
  is	
  a	
  

third	
  point	
  on	
  the	
  line	
  	
  	
  

𝛿𝑛  	
  

vi 

[BDWY11]:	
  dimension	
  ≤𝑂( ​1/​
𝛿↑2  )	
  

[DSW12]:	
  dimension	
  ≤𝑂( ​1/​𝛿↑  )	
  



Few	
  words	
  about	
  the	
  proof	
  



Incidence	
  Theorems	
  from	
  Rank	
  
Bounds	
  

•  Given	
  ​𝑣↓1 , ​𝑣↓2 ,…,   ​𝑣↓𝑛 ∈ ​𝐂↑𝑑 	
  
	
  
•  For	
  every	
  collinear	
  triple	
  ​𝑣↓𝑖 , ​𝑣↓𝑗 ,   ​𝑣↓𝑘 ,      ∃  ​𝛼↓𝑖 ,   ​𝛼↓𝑗 ,   ​𝛼↓𝑘 	
  so	
  that	
  ​
𝛼↓𝑖 ​𝑣↓𝑖 + ​𝛼↓𝑗 ​𝑣↓𝑗 + ​𝛼↓𝑘 ​𝑣↓𝑘 =0	
  

	
  
•  Construct	
  𝑛×𝑑	
  matrix	
  V	
  s.t	
  	
   ​𝑖↑𝑡ℎ 	
  row	
  is	
   ​𝑣↓𝑖 	
  
	
  
•  Construct	
  𝑚×𝑛  	
  matrix	
  𝑨	
  s.t	
  	
  for	
  each	
  collinear	
  triple	
  ​𝑣↓𝑖 , ​𝑣↓𝑗 ,   ​𝑣↓𝑘 	
  	
  	
  s.t	
  	
  for	
  each	
  collinear	
  triple	
  ​𝑣↓𝑖 , ​𝑣↓𝑗 ,   ​𝑣↓𝑘 	
  	
  

there	
  is	
  a	
  row	
  with	
  ​𝛼↓𝑖 ,   ​𝛼↓𝑗 ,   ​𝛼↓𝑘 	
  in	
  posi1ons	
  𝑖,𝑗,𝑘  resp.	
  	
  
	
  
•  𝑨⋅𝑽=𝟎	
  





Incidence	
  Theorems	
  from	
  Rank	
  
Bounds	
  

	
  
•  Given  set  of  vectors  V,    >ind  a  matrix  A  s.t

𝐴⋅𝑉  =0	
  
	
  
•  Careful	
  pruning	
  of	
  the	
  matrix	
  gives	
  a	
  design	
  
matrix!	
  

•  Want:	
  Upper	
  bound	
  on	
  rank	
  of	
  V	
  
	
  
•  How?:	
  	
  Lower	
  bound	
  on	
  rank	
  of	
  A	
  



Design	
  Matrices	
  
An	
  m	
  x	
  n	
  matrix	
  is	
  a	
  	
  
(q,k,t)-­‐design	
  matrix	
  if:	
  
	
  
1.  Each	
  row	
  has	
  at	
  most	
  q	
  

non-­‐zeros	
  

2.  Each	
  column	
  has	
  at	
  
least	
  k	
  non-­‐zeros	
  

3.  The	
  supports	
  of	
  every	
  
two	
  columns	
  intersect	
  
in	
  at	
  most	
  t	
  rows	
  

m

n	
  

≤	
  t	
  

 ≥  k	
  

≤𝒒	
  



Thm [BDWY11, DSW12]: Let A be an m 
x n complex (q,k,t)-design matrix then: 
𝒓𝒂𝒏𝒌≥    𝒏  − ​𝒏𝒕​𝒒↑𝟐 /𝒌  
 
	
  

Not	
  true	
  over	
  fields	
  of	
  small	
  characteris2c!	
  

Holds	
  for	
  any	
  field	
  of	
  char=0	
  (or	
  very	
  large	
  posi2ve	
  char)	
  

Main	
  Theorem:	
  Rank	
  Bound	
  
	
  

Main	
  idea:	
  	
  Matrix	
  scaling	
  

Implies	
  Kelly’s	
  theorem	
  (SG	
  over	
  complex	
  numbers)	
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Not	
  true	
  in	
  general	
  ..	
  

∃𝒏  points	
  in	
  ≈𝒏  dimensional	
  space	
  s.t	
  for	
  every	
  
two	
  points	
  there	
  exists	
  a	
  third	
  point	
  that	
  is	
  


𝝐-­‐collinear	
  with	
  them	
  -­‐collinear	
  with	
  them	
  



Stable-­‐SG	
  Theorem	
  [ADSW12]	
  

Let	
   ​𝑣↓1 , ​𝑣↓2 ,…,   ​𝑣↓𝑛   be	
  a	
  set	
  of	
  B-­‐balanced	
  points	
  
in	
  ​𝐶↑𝑑 so	
  that	
  

for	
  each	
   ​𝑣↓𝑖 ,   ​𝑣↓𝑗   there	
  is	
  a	
  point	
  ​𝑣↓𝑘 	
  such	
  that	
  
the	
  triple	
  is	
  𝜖-­‐	
  collinear.	
  	
  -­‐	
  collinear.	
  	
  

Then	
  
𝑫𝒊​𝒎↓𝝐′↑ (​𝒗↓𝟏 , ​𝒗↓𝟐 ,…,   ​𝒗↓𝒏 )≤	
  𝑶(​𝑩↑𝟔 )	
  

All 
distances 
between 1 

and B 



[Hansen	
  65],	
  [Bonnice-­‐Edelstein	
  67]	
  
Given	
   a	
   finite	
   set	
   of	
   points	
   in	
   R	
   spanning	
   at	
   least	
   2k	
  
dimensions,	
  there	
  exists	
  a	
  k	
  dimensional	
  hyperplane	
  which	
  
is	
  spanned	
  by	
  and	
  contains	
  exactly	
  k+1	
  points.	
  

[BDWY11]	
  [DSW12]	
  
Extension	
  to	
  the	
  complex	
  numbers	
  
Quan1ta1ve	
  versions	
  …	
  	
  
(Bounds	
  far	
  from	
  op1mal)	
  

The	
  High	
  Dimensional	
  Sylvester-­‐Gallai	
  
Theorem 	
  	
  



Colorful	
  Sylvester-­‐Gallai	
  	
  
[Edelestein-­‐Kelly	
  `66,	
  Kayal-­‐S	
  `10]	
  

	
  
Let	
  S	
  be	
  a	
  finite	
  set	
  of	
  points,	
  each	
  colored	
  one	
  of	
  k	
  
colors.	
  If	
  every	
  hyperplane	
  containing	
  points	
  of	
  k-­‐1	
  
colors	
  also	
  contains	
  the	
  kth	
  color,	
  then	
  dim(S)	
  <	
  	
  kk	
  
	
  
	
  

(Connec1ons	
  to	
  structure	
  of	
  arithme1c	
  circuits)	
  



Dirac-­‐Motzkin	
  conjecture	
  

Green-­‐Tao	
  2012:	
  	
  
	
  
In	
  any	
  set	
  of	
  𝑛  	
  noncollinear	
  points	
  in	
   ​𝑅↑2 ,	
  there	
  
must	
  be	
  many	
  (≥ ​𝑛/2   )	
  ``ordinary”	
  lines	
  
	
  
	
  



The	
  Plan	
  	
  
•  Extensions	
  of	
  the	
  SG	
  Theorem	
  

–  Complexes	
  
–  Quan1ta1ve	
  versions	
  
–  Stable	
  versions	
  
–  High	
  dimensions	
  
	
  
	
  

•  Connec1on	
  to	
  Locally	
  Correctable	
  Codes	
  

	
  
•  New	
  lower	
  bounds	
  for	
  3-­‐query	
  LCCs	
  



(Linear)	
  Locally	
  Correctable	
  Code	
  

	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

	
  P1	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  P2	
  	
  	
  	
  	
  P3	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  …..	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Pn	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  G	
  	
  =	
  

	
  	
  𝑘×𝑛  	
  
m.P1	
  	
  m.P2	
  	
  	
  	
  …	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  …	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  m.Pn	
  	
  E(m)=	
  	
  

r1	
  	
  	
  	
  	
  	
  r2	
  	
  	
  	
  …	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  …	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  rn	
  	
  	
  	
  	
  R	
  	
  	
  =	
  	
  

	
  	
  message	
  m	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

(𝒒,  𝜹)  LCC:  
 

For any index 
𝑖, can recover , can recover 
𝑚⋅ ​𝑃↓𝑖     by 

querying R (𝛿  
corrupted) in 
𝑞 locations  locations 

(𝑞,  𝛿)  𝐿𝐶𝐶  
𝑑𝑒𝑐𝑜𝑑𝑒𝑟  	
  

𝑖	
   𝑚⋅ ​𝑃↓𝑖 	
  

If (𝑗,𝑘,𝑙)  
locations 
used to 

decode 𝑖,  ,  
​𝑃↓𝑖    is in 

linear span 
of ​𝑃↓𝑗 ,   ​𝑃↓𝑘 ,   ​

𝑃↓𝑙  



Equivalent	
  Geometric	
  Defini1on	
  

•  𝑛	
  points	
   ​𝑃↓1 , ​𝑃↓2 ,…​𝑃↓𝑛 ∈ ​𝐹↑𝑘 	
  
•  For	
  each	
   ​𝑃↓𝑖 ,	
  there	
  are	
  𝛿𝑛    disjoint	
  q-­‐tuples	
  
spanning	
   ​𝑃↓𝑖 	
  

•  Thus	
  𝑛	
  different	
  matchings	
   ​𝑀↓𝑖   	
  of	
  q-­‐tuples	
  



Locally	
  correctable	
  codes	
  

•  Central	
  role	
  in	
  program	
  tes1ng,	
  PCPs,	
  IP	
  =	
  PSPACE…	
  
	
  
•  Only	
  examples	
  we	
  know:	
  Hadamard	
  code,	
  Reed	
  Muller	
  
code	
  

•  Very	
  weak	
  lower	
  bounds	
  known	
  
	
  
•  [Dvir]:	
  (even	
  mild)	
  lower	
  bounds	
  for	
  polylog-­‐query	
  
LCCs	
  implies	
  	
  new	
  lower	
  bounds	
  for	
  matrix	
  rigidity	
  



2	
  Query	
  LCCs	
  

	
  
•  Only	
  example	
  known:	
  Hadamard	
  Code	
  

•  Lower	
  Bounds:	
  
•  [GKST02]:	
  	
  	
  	
  𝑛= ​2↑Ω(𝑘) 	
  (over	
   ​𝐹↓2 )	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
•  [BDSS11]:	
  	
  	
  	
  	
  𝑛= ​𝑝↑Ω(𝑘) 	
  	
  	
  (Over	
   ​𝐹↓𝑝 )	
  
	
  

•  [BDWY11]:	
  	
  over	
  R	
  they	
  do	
  not	
  exist!	
  
	
  

	
  



3	
  Query	
  LCCs	
  

•  Best	
  Upper	
  bounds:	
  Reed-­‐Muller	
  codes	
  
–  ​𝐹↓2 :    𝑛= ​2↑√⁠𝑘      	
  
– Over	
  𝑅	
  :	
  no	
  examples	
  

•  Best	
  Lower	
  bounds	
  [GKST02,	
  Woo07,	
  Woo10]:	
  
– Over	
  any	
  field:	
  𝑛=Ω(​𝑘↑2 )  	
  
	
  

•  New	
  result	
  	
  [Dvir-­‐S-­‐Wigderson	
  13]:	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  over	
  𝑅:	
  	
  	
  	
  𝑛=Ω( ​𝑘↑2+𝜖 )	
  
	
  



Rest	
  of	
  the	
  talk	
  
	
  
	
  
	
  

For	
  3	
  query	
  LCCs	
  over	
  the	
  real	
  numbers,	
  
	
  𝑛> ​𝑘↑(2+𝜖) 	
  



3	
  query	
  LCCs	
  over	
  R:	
  	
  
Geometric	
  ques1on	
  

	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Given	
  𝑛  	
  points	
  	
   ​𝑃↓1 ,   ​𝑃↓2 ,…,   ​𝑃↓𝑛 ∈ ​𝑅↑𝑘 	
  
For	
  each	
   ​𝑃↓𝑖 ,	
  there	
  is	
  a	
  ``matching”	
  ​𝑀↓𝑖     of	
  triples	
  of	
  size	
  𝛿𝑛  	
  spanning	
   ​𝑃↓𝑖 	
  
•  Woodruff	
  10:	
  	
  𝑘<√⁠𝑛 	
  
•  DSW13:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  𝑘< ​𝑛↑0.499 	
  
•  Possible:	
  	
  𝑘<𝑝𝑜𝑙𝑦(​1/𝛿 )	
  
	
  
	
  



Warmup	
  :	
  	
  𝑘< ​𝑂 (√⁠𝑛 )	
  	
  

•  Set	
  √⁠𝑛   	
  points	
  at	
  random	
  to	
  zero.	
  	
  
–  Dimension	
  reduces	
  by	
  at	
  most	
  √⁠𝑛 	
  
–  For	
  each	
   ​𝑃↓𝑖 ,	
  some	
  triple	
  in	
  ​𝑀↓𝑖 	
  becomes	
  a	
  singleton	
  	
  

•  ​𝑃↓𝑖 	
  gets	
  iden1fied	
  with	
  it	
  
–  Set	
  shrinks	
  by	
  a	
  constant	
  amount	
  

•  Repeat	
  𝑙𝑜𝑔(𝑛)    1mes	
  …	
  
	
  

In	
  general	
  
cannot	
  be	
  
improved	
  



[Dvir-­‐S-­‐Wigderson	
  13]:	
  	
  𝑘< ​
𝑛↑0.499 	
  

	
  
If	
  possible	
  	
  𝑘> ​𝑛↑0.499 	
  
	
  
1)  The	
  triples	
  in	
  the	
  LCC	
  must	
  be	
  structured	
  
2)  Exploit	
  structure	
  to	
  get	
  improved	
  random	
  

restric%on	
  
	
  
	
  



Structure	
  theorem	
  

	
  
	
  
If	
  possible	
  	
  𝑘> ​𝑛↑0.499 	
  

•  There	
  is	
  a	
  clustering	
  of	
  points:	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ≈√⁠𝑛 	
  points	
  in	
  ≈√⁠𝑛 	
  clusters	
  
•  Every	
  triple	
  intersects	
  some	
  cluster	
  in	
  2	
  points	
  



Structure	
  theorem:	
  Main	
  idea	
  
•  Barthe`98	
  

–  Given	
  𝑛	
  points	
  in	
  ​𝑅↑𝑘 	
  s.t.	
  no	
  large	
  subset	
  in	
  a	
  low	
  dimension,	
  then	
  	
  
there	
  exists	
  an	
  inver1ble	
  linear	
  transforma1on	
  𝑀	
  st	
  for	
  	
  	
   ​𝑷↓𝒊↑′ = ​𝑴​
𝑷↓𝒊 /|𝑴​𝑷↓𝒊 |   	
  the	
  new	
  points	
  are	
  ``well	
  spread”	
  

	
  
	
  
	
  
	
  

–  No	
  point	
  correlates	
  with	
  too	
  many	
  other	
  points	
  
–  But	
  in	
  a	
  3-­‐LCC,	
  many	
  correlated	
  pairs	
  

•  Many	
  dependent	
  4-­‐tuples	
  
•  For	
  every	
  dependent	
  4-­‐tuple,	
  there	
  is	
  some	
  pair	
  of	
  points	
  that	
  has	
  nontrivial	
  

correla1on	
  
	
  
	
  

For	
  every	
  unit	
  𝒘∈ ​𝑹↑𝒌 	
  we	
  have	
  
(∗)        ∑𝒊=𝟏↑≈𝒏▒​|𝒘⋅ ​𝑷′↓𝒊 |↑𝟐  ≤𝑶(​𝒏/𝒌 )< ​𝒏↑𝟎.𝟓𝟎𝟏 	
  



Improved	
  Random	
  Restric1on	
  

	
  

	
  
•  Totally	
  ≈​𝑛↑2     	
  triples.	
  	
  
•  ≈√⁠𝑛     clusters	
  	
  -­‐	
  thus	
  typical	
  cluster	
  has	
  ≈√⁠𝑛 	
  edges	
  per	
  matching	
  

•  Pick	
  random	
  cluster	
  and	
  set	
  	
  random	
  ​𝑛↑​1/4  	
  	
  points	
  in	
  it	
  to	
  zero	
  
–  Dimension	
  reduces	
  by	
  at	
  most	
  ​𝑛↑​1/4  	
  
–  For	
  each	
   ​𝑃↓𝑖 ,	
  some	
  triple	
  in	
  ​𝑀↓𝑖 	
  becomes	
  a	
  singleton	
  	
  

•  ​𝑃↓𝑖 	
  gets	
  iden1fied	
  with	
  it	
  
–  Size	
  of	
  set	
  shrinks	
  by	
  a	
  constant	
  factor	
  

•  Repeat	
    𝑙𝑜𝑔  𝑛  1mes	
  



Summary	
  
•  Several	
  varia1ons	
  of	
  the	
  SG	
  thm	
  

–  Many	
  local	
  linear	
  dependencies	
  =>	
  global	
  dimension	
  bound	
  
	
  
	
  
•  Similar	
  to	
  Freiman-­‐Ruzsa	
  thm	
  in	
  addi1ve	
  combinatorics:	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  |A	
  +	
  A|	
  <	
  k	
  |A|	
  =>	
  structure	
  

–  (lots	
  of	
  addi1ve	
  triples	
  implies	
  structure/low	
  dims)	
  	
  	
  	
  
–  [BDSS11]	
  op1mal	
  lower	
  bounds	
  for	
  2-­‐query	
  LCCS	
  over	
   ​𝐹↓𝑝 	
  (BSG

+Ruzsa)	
  
	
  
	
  
•  Very	
  litle	
  understood	
  about	
  high	
  dimensional	
  versions	
  

–  Extremely	
  interes1ng	
  for	
  lower	
  bounds	
  for	
  LCCs	
  



Future	
  Direc1ons	
  
•  Lower	
  bounds	
  for	
  3	
  query	
  	
  LCCs	
  over	
  ​𝐹↓2   	
  ?	
  

–  Random	
  restric1on	
  part	
  s1ll	
  works	
  
–  Clustering?	
  

•  Show	
  that	
  there	
  are	
  no	
  3	
  query	
  LCCs	
  over	
  Reals	
  

•  Improved	
  lower	
  bounds	
  for	
  more	
  queries?	
  
–  Barthe,	
  correla1ons	
  etc	
  s1ll	
  work	
  
–  Strong	
  enough	
  lower	
  bounds	
  imply	
  new	
  lower	
  bounds	
  for	
  
matrix	
  rigidity	
  

	
  
•  Improved	
  bounds	
  for	
  stable	
  SG?	
  	
  
	
  



	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  Thanks!	
  


